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COMPLEX NUMBERS AND QUADRATIC 
EQUATIONS 





“Cas ee a at au AT sk. uolo * 
** (GUASS) Z ملک‎ 


(Introduction) i W 5.1 
Uy "27 Variables میں م نے ایگ اور‎ Ufa tA 
e < 2. ےم نے‎ Jb کا‎ Uo یل دو در کی‎ (variable) 
e +10 e ЛУУ x +1=0 ساوات‎ 
Jhe ہوا‎ A اعدادکا مرح‎ ме Ў х = -1 یں‎ 
Ae ےکی ضرورت‎ ek طا م یش‎ s اعداد کے ظا‎ E Ut 
e Jut Р Uf Кың x = -1 تم‎ 
aD = b^ - و4‎ «0 овал ах? +bx+c = 0 


b Ç æ 0 
کن‎ ДАВ اعرا و کے‎ 278 


(1805-1865) 





(Complex Numbers) 2110427 5.2 

Ag‏ 1 کہ ut Лоа‏ جمارے پا Ple‏ ۔ اک مطلب ے ا مماوات 
x” +1=0‏ ”2 ے۔ 

(DHB 2+ 13 ¿b شال‎ бодо але КО (а ib) 
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ee 
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(—1 
азан) 
С) ے اور م تصوری‎ Ите Re z اورا‎ o а U-z-2a-ib 200425 
اور 5 = 2 01آ ہوگا۔‎ Rez 223« z = 2 + i5 45 ظاہرکیاجاجاے سثال‎ m = Ula 


=a+ib slelo Aen‏ اور Z,-c-id‏ اس ونت برابرہول گے جب ١أ“ a‏ اور لإ b=‏ ہگا_ 
ال1 ار )0—6 23-7 укла? yox 4x T i(3x— y)‏ معلومکرو۔ 


4x - i(3x — y) 2 3 i(—6) cuite M 

4x 23,3x— у= —6 e Auc dore? 
33 3 ۱ 

y x Al X = s C لال نے‎ 
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(Algebra of Complex миме), ©! 5.3 
„ГАЈ (deve зы یس چم‎ л 
z = a+ {Б & ان‎ (Addition of two complex humber)2# Ө! д!» piss) 5.3.1 
(a+b) + ۵)ذ‎ + d) اس ط رع دکھایا جا نے گا۔‎ 2 + Дэ!» z = c +ib اور‎ 
Lead AR t = 
(2+13)+(—6 +15) = )2-6(+1)3+5( = -4 + 18 ال لور ر‎ 
зое کے د‎ =k ہے۔ جوم‎ eL ЕРГА Ll ut 
ایک یی هعرد ےنام‎ Z +Z, dec Meta ee UR Klela Ae (Closure law) یں ون‎ (i) 
Е Z, Z, 
2 رت اور د2 کے‎ паза Commins رو ما‎ i (ii) 


zt% =Z TZ 


M id 232521 аА ہی‎ (тһе Associative law) زی تا ون‎ Gii 


GA, 4 
(z *tz,)tz,-zt( tz) 
gbe 023) 0 + i0 2048-0 (The existence of additive identity) 6 GE (iv) 
L ہر دہ عرو ج کے‎ GI عدد۔ ال‎ 46 P ہیں با‎ z تم ی تش‎ set lf 


2+0=2 


эзле (Тпе existence of additive inverse) 36 UT (у) 

z = a ib‏ کے لے ہمارے پاس Лова CI e eo Rr nas —a + i(-b)‏ ے ہیںء 
(JUBE) z+ (z) = 0 Jure ИР zk Д‏ 

2 اور ر2 کے‎ 21 sll 4+ xy (Difference of two complex numbers)5.3.2 

-e bet define Sk rz — z, رن‎ 
Z, — Z, 0—2) 
(6 + 3i) — (2—1) (6 + 3i) 2i) = 4+4i وریہ‎ Je 
(2-1) - (6431) = (2—1) + (-6 = 3i) = -4 - 41 zii 


2 JA Multiplication 07 two complex numbers) رب‎ 1" 04273) 5.3.3 
дм АЛАА Z, اور‎ Zi — اعدراد ہیں‎ ١ دوہی‎ É = СЪ 6ظ و ار‎ 
z Z, = (ac — bd) i(ad + bc) 
(3+ 15)(2 +46) = (35*2—5х6)+(3х6+5х2)=—24+128 yu 
یئ دےرسے ہیں۔‎ роо Айдын” 


Zi |l t Boems l A b دورو اع ر ارک‎ (Closure property)<<< e Cu (1) 
t n ” t 


Ф 
ہمہ‎ 


اور و2 202,026 ایک МУТУ‏ 


z d Z5 اور‎ Zi 110 ووچ ر‎ Ge (The commutative law) رن‎ pes (ii) 


212) = 2) Z| 
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2 و2‎ Z, Z, بین جرد اعداد‎ ТЬе associative law) JS УЛУ (iii) 
(zi z;) z, = Z (Z, (وھ‎ 
هعرد‎ RE (The existence of multiplicative identity) %9 É (Ў РТ ضر‎ (iv) 
22004230 Z] = Z ¿Za EI UFU It IUe b e 1) 14 i0 
E Um d 
skossi p i si | (The existence ofmultiplicative inverse) K use g ^ (v) 
yi ہے( ا‎ yC ےجا‎ a+ 0а ٭‎ 0, р + 0) ۲ =a +۴ ib 


(йду) 1 АЛ EIF GAE z ы Ns 


шы +b A ЫРУ 
ЕЛА МЇ بن مر‎ Л (The distribtive law) 096 بھی‎ (vi) 
z(zz)-Zzztzz (a) 


(Z, Z,)Z, = Z, Z; + Z, Z, (b) 
ہوۓ دو یرہ‎ ( Division of two complex numbers)/^: | ول‎ lelo sss 4 


2 21 7 . 
cf C define GPJI =. (the quotient) e" مارح‎ 2, + 0 Jgd L 2, اور‎ Zi اعرار‎ 
2 
E 1 
— — رر‎ 
2 2 


25=2-1 اور‎ Z = 6 +31 Z لور مان‎ J 


а („Су 1 p (2-с) : 
2 - [eco zu) ems — 


= +з) 222 = 212-3+46+6) -10«12) 





(Power of ای‎ i 5.3.5 
je0) ЕЛЕЕ d eec Le 


6 .^( 
QS EQ CI) Te‏ 
سا کر ی مار ے پا کے 


¿1 === 


i — i 1 


i?-(iyz(-lyiz-1 


„(The square roots of a negative real number) 27 L 24 tg 5.3.6 


CY =P=- اور‎ É =—-1 ےک‎ 3 


_ d e SNA Ьо ii اس لیے 1 کے جر‎ 


А 
ее 


ЫС x ==] (x +1=0 اور وووں مماوات‎ 1 „де {б 


(v3 ) d 1) = —3 TASI 
8] e 


(i) = 
Hg 


-ut Зі 31ل اور‎ y -3 yt 

4-33 2 48i i.e) АЛЫ Ji — < ЛУК 4-3 ووپاره»علامت‎ 

عا م ور یراگ ایک شت Ja ie e‏ = 1-لہ V-a = Ма‏ 

م ی سے ی جات ہی ں کہ Jab‏ = لہ base 400 Jax‏ کے ے۔ шүл.‏ 
a> 0٥27۸۷ ac‏ 0 0> 0.4 < طا ca >0 fie‏ 0> ہا -E po‏ 


ze کر‎ s. 


Ë = Ү/—1-/—1 = ,|)-1()-1( (by assuming Va x Vb = Vab for all real numbers) 


= 1 = 1,ууМсһ1з a contradiction to the fact the i” = —1 


Ма x Vb 5 Vab Ut uel AU ьа» ЛЫ اس‎ 
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الس ےآ Ja xb = Jab = 0444 UE bsla А‏ 
( جم ذ ہل I‏ تک تے ہیں 





DONOR UFU. 5.3.7 
ر‎ ео (2 +2,) =z +25 + 2 5 
(2, tz) —(z t z,)(z, +2) Ое ла UC 2 
2-0 (2, +z بھی تالون) ر2(‎ ) 

= Z zz, +27 کی تانون)‎ ( 

=Z? +Z Z, + Z Z, +23 (g ¿E ЖУ) 

= Z +2z z, + 2; 

ای طرں А‏ خلات غاب تک EE‏ 

(2-2,) =z -2zz,-zl G) 

(z +z,) = 2 +3272, +3227 +z (И) 

(z -z,y = 2? —3z z, +321203 — 25 (її) 

z — z = (z *z,)(z —Z,) Gv) 
درست خا بت کے‎ Ниаз درست ہیں ۔‎ Coul Qora سے دو سے تنالات‎ =a یقت میں‎ 

جا سن ہیں۔ 


й ل یں‎ а+ы уру aue 
i 1 
De-i) (ii) ЕД6) (i) 
سے اط ا‎ ТИИ ہے 9ے‎ | 
اوو( )وم او اف‎ о J 


.. l l 2 
-::)20| -—i| =2x xP = [Ë) i 
0 | J 8x8x8$8 po | 





— 556! (i) 


(^. 8 
al eA کو اط + ے‎ (s-3ip 3JC 
(5—3iy = 5 -3x ? х (31) + 3x 5BD? -BN eue СР 


= 125 – 2251—135+271 = -10-198i 
гй ў atib y (-54-2)985-1) 4U 


(3422) (2468 -i) - (A48 42: (248 -i) eue: FP 


= —64- 43i + 246i 24/2 
- (E6 +42) +3 (t 22 Ji 


Glue 180 5.4 


(The modulus and the conjugate of a complex number) 
ی ی عرو‎ ele ای پیر ^ یا جانا‎ z = + ib Z اك‎ 
a—ib ے۔‎ ee سے اہ کما‎ 2 Z (Conjugate) 22 6 223! 2 = үа? xb Ut 27 ie Ма? - b. 


ie,z-2g- ib -e—*4Zs 


+٭ہمم+ 


= 3 +(—5 x = 9 27722897 





J10,‏ = 17+ تولہہ > 7+ 3ا 








Y hab —1, 2—5i-2-5i, 3i-5-3i-5 ۳ 
с бЕр ЛЕА) دعرو کا ضر‎ at Ies з 
1 а . و‎ а—1Ь 2 
D _ _ 





“шты сър ` a +b d Í 
22= || ۱ 


_ 


|2. +0 етее E | Gi =| © 
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2 2 — 
Z, z 0 اک‎ (уу) Z +z =a E2, (v) 222 = 2 Z, (iii) 
2 
عار م کے‎ л) 262-31 مالک‎ 


z -2-31 انل‎ U 
| =2 +)-3(” =13 اور‎ 2> 2+31 2 

e our 2-3i a 
a Z 24301 2 3. 


df 13 13 13 
„н 2 P Z og Usus 


С l. ZFA 
2—4 М2 —3i) 2 + 37) 








2 


2+31 27+3 7 2 3. 
و ہہ‎ = cae td 
2-(iy 13 13 13 


А a+ ib вё 
"E Sq 7 . 
Г (i) а С 
S442 27 ET. 
1-42; 1-44 ر‎ 9:0 J 
54 542i - 42i-2 
i ت2‎ 


EF 3 
a d 1 


l i 
= — = Emm 
i 17 КАЕ ; T 
p (7) j — d -ï (1) 

















eu 130 
Eque 
A Ut UT arib 10 1 بی اعدا شن‎ м2 on 
x т 
gp" و‎ гаг а لت‎ 1 


(1-i)-(-1+i6) 5 (ЕТТ РЕТ FI) а 
É i B | 4 J Ё 3 | 3 
—-i-|*|4-i-||- -—*i| 4 —ti—|-|4-*i«| 6 
3 3 3 3 ` 5 5 P. 
Ж, 1 ١ , 
—2—-—i — +31 1—1 
| L) .10 E | 9 d-i) 8 
_ علوم کے‎ JEG ЭЛ эз GAY Z «zs 
E n 45 +31 وو‎ 4-37 11 


RL АЙ Р a e ib expression dbz. 14 
(35) (3- iV) 

[B+ 2i) - (3-2) 
(Argand Plane and Polar к‹ sentationy UPD ن ا‎ ALT 5.5 
مب ج ےرم‎ ol fut م پیل ےہا نے‎ 
سے اورا‎ CU میں ایک‎ x vé C 
جوا لے‎ oed v کی‎ UJ £ 
X ўх+нузёздёт-с—[ جا‎ y-axis اور‎ x-axis- 
(E eL Ob oye ic 
ے او راس‎ [E e میں تلا کیا‎ E X Ye РО) تہ‎ 
a a 


۱ 0+[,-2+31,2+41 zl A 
si, - s 





€ E (—5,-2) 9F(1,-2) 
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, 2+0, 5-21- اور 1+21 مس چڑے )0.4( )172,3 )0,1( „ )2,0( „ (2-,5-) اور 
(2-,1) ےم طا بت ارتب ЛЬ‏ ہیں азе We rote C B AB‏ 
ای U^ E‏ میں 4 (Point)‏ کوایک (assigned / эе‏ ہو ute‏ ست وی ا (Argand ^ ET‏ 
QU Plane)‏ ے_ 
EL TÉ‏ یں پیر و عرد ر + O(0,0)5IP(x, y) £ (modulus) VLEK x + iy = J‏ کے 


Шу‏ ے ,552 نہد لق یہ اعرا а+10‏ کے مان می y-axis sl‏ قط a‏ اعد اکل 


ib‏ 0 کے x-axis U- Т Ut QU‏ اور (Real axis) Ж s LT‏ اور خال گور 


-<- 5 р W (Imagenary axis) 





ү' 
520 


Р(х,у) 2 oe, utr A z —x-—liy Conjugate کے‎ UlodMz-—x-cly зж 0427 


-e سے دما چا تا‎ Р(х,у)! 
s3 ce LAE ے جوای ک‎ UI Iz oS خیش س‎ о y ay انداز می‎ Ё 222 
(26, 


Gu 2 


P(x, y) 


Q(x, -y) 


s.a P 

(Polar representation of a complex a ANA É اي جياه‎ mal 
" Ил کو‎ z = x+ jy омол jÈ РӘ ایک‎ Z ان‎ 
PG) کشت‎ x-axisz اور‎ ы ОР }5 PU Z سے مان‎ 
5.4 tt 0 zr = 

x oue طور‎ UE PES Je م پیل‎ 
VP Pie سے‎ УМ سے ماس‎ (0,9) is 
- ut 27 (Polar co-ordinates) 





Y' 


у= rsin0 , х = ۹۵ e te‏ اور اسلے 
z = ٣)00 + isin 0(‏ بعد Ub‏ چیہ عر وی ی شک s P El‏ 
ے۔ یہاں (modules) YẸ É Z ¿r = 4x + у? = z|‏ سے اور 0 ےے جم ک argument‏ اگل 
(amplitude)‏ 27 اوراسے argz‏ ظا ہرک رت ہیں - 

FO o n 0x0«2n Ug سے‎ dnd صرف اک‎ "Ө "a 2+0, y 4 
کی ایی تمت س‎ 0 e کا ایک دت ہوا‎ АЛ -п<0<л ¿C ہو شال‎ 2n dA fU 


-п<Ө<л 020-2‏ ء اسے Principal argument Éz‏ کہا جات ے اور argz‏ طا مک c tb‏ وب جن 
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(2 5.615.502) 2 eI سے وا‎ 0А» 











Y Y Y 
P P 
0 0 0 
چس‎ ® SS D X X o 7^ 
Y' Y' Ni Y' 
(i) (ii) (iii) 
)0 > 0 < 2л) ss, É 
Y : р Х ү 
: 0 
! X ! 4 
^ О a 0 iube ones ^ 
P 
M ү' y 
À (ii) (iv) 
(Ema x л) 5.6 
аа 2 = 1+73 эд TJ 
A PAJB) : | 
43 = rsinO -1ء‎ rcosO UU 
x! S 7۱ X مل ہوتاے۔‎ byi s CiN مرن‎ 
r (cos? (١+ sin^ Ө) =4 
ү' pu Jå = 2 (conventionally, r > 0) Pr 
А n 1 
sa E в asino = 32 60005 لے‎ J! 


A edu‏ ® دۂ ٥٥+‏ |2 - 2ے 
e outs sU z = 1+3 24455‏ 

. ہر‎ 16 à 

2 ААА LLL unas SUC 
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-16 _ —16 „1-3 y 
"و‎ qj |— "ees 
1- (i3) 1+3 








—4 2 rcos0,4453 = ۶0 eol 


P(-4, 443) А -e n esi yi اور جوڑ‎ LIO 
0 16+48 = r? (cos? 0 + sin" 0) 
X' 0 X r” = 64,ie., r = 8 cog 
Y' ЕСЦ <, УЕА aut 
2 2 


P СЕ E гїп | KU ed اس‎ 


Sa 
(2 17) Ze" (Arguments) دلفسااب لئ‎ О укш, 
z--434i 2 z--l-i43 4 
_ e e Gat benget 
-]-i .5 -1+i 4 l-i .3 
і .8 ETE. -3 .6 
(Quadratic equations) >l UV 5.6 
57^ خی‎ (discriminan E ut & JU Ut uel اہی‎ н بی ووو ری مساوات سے‎ rn 
20 


135 Шоона 
Ut 2d Жа» م مرج فلل‎ 
а + 0 ق ضریب ہیں اور‎ c cb «ay ах? +bx+c=0 
b’ -4ac «0 ہی ںکہ‎ „лүү 
Ж مساوا‎ Ón ادپردیی‎ uri ہیں‎ Д yu اع‎ E Ut اعدا کے یٹ‎ at Ut НГЕ 
بھی مو جود ہے اور اس ط رح دیاگیاے۔‎ ruht کل‎ 


Е —b + 4b? – 4ас - -b + 0و4 لہ‎ =? і 


i 2ü 2a 


S Uu LE ele TOT eut er Noo m 


Ç E U' (Fundamental theorem of Algebra) 752 T, کے‎ y. | K > d M dt ال‎ 
ہے( خوت کے )پا‎ 

کی ررق مادا تک کم ازم ایک چ زر موتا ے“ 

а In کےا ن سے ایک‎ А 


راورج وا меп A‏ و گیا 


aU 7+2=0 شال‎ 
+ +2 =0 مارےاارے‎ U 
x = ×,م".21-‎ -+/-2 = +402] L 


x +x+l=0 10,8‏ کیل کے 
2Y -4Ax1x121-4-2-3 «Ды d‏ )س40 - b?‏ 


алх 123 5 2 J 
x 


ال11 0= 5 + × + Sx!‏ کیل کے _ 








(discriminant) be ls‏ ہے 


(^L 6 


—4х/5х+/5 =1-20 = -19 


-1+4-19 -1 91 س عل میں‎ 
205 3X9 E 
5.3 
e erneut 
х +3х+9= 0 .3 Уу ارت‎ = E x +3 =0 1 
x!-x4220 .6 w= ق‎ -x +2 084 
0 .8 Jæ Rx 4/2 =0.7 
1 
x + ۳10 х'+х+—==0 .9 
42 42 
SEP 


)3-905031 
120€ 01 _ 202 7 1( کا زو (Conjugate)‏ معلوم 2 


(3 -2iY2 +3) 
(1-2) 2-i) € Vie Z 


_6+9i-4i+6 _ 12+58 4-3i 
oji 4+3i 4-3i 


_ 48-301+201+15 63-16 63 16, 








16+9 ` 905 25 


63 (3 -2iQ +34) 
< ке 25 dm (920029 V 


E E ue مرچ ولل‎ 3 Jë 
] 


+i 
jg? 








p ® 
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005.00 


—— = کے‎ х سے‎ =1=(0) +1 
]-i 1-і “гы 1+1 cu) 





1+7 l+i IE 1-97. عل‎ 


]2rsinO ,0-rcos0 uz 
r =lie,r=1 JU 
sin0=1 ¿cos0 = 0 Jt 


0-2 Zu 
2 
T 7 I+iN 
ے۔‎ Лоа ТОЛ کا‎ — NJ. 
í 2 i “1—1 
eUte (ii) 
گے ا‎ ]-i 423 1 i 


IK جہن‎ 2 2 


> =i .- оо Zul 


r =: 6 y sind ہوم ے ج‎ vu ДР АУ oe 


а Z ای‎ 


اں لے due R Jee‏ ے۔ 


. a+ib ے‎ . 
s X + ааа لرک‎ 





ete Tu 
. (acib(a-ib) a” -b” +2abi a -b° 2qb 
х+1у = ےت تہ‎ sage Za ap 
(a — ib)(a + ib) a^ tb a +b a +b 
2 gI 
2 р 2ab Jt 





===] 
a+b a° +b 


(^. 8 


(a^ +b Y , Р | | (a^ — b^y Aq b? 
=—— =l] x +y =(х+ upper 
(a^ +2 x +y =(х+іу)(х- iy) (a + b?) (a +2 
ee شق 0 معلوم‎ 15/0 
3 + 2isinO 


UC Т орыш‏ تی ہو 
Ute ы”‏ 


3+ 218110 _ (3+2ї51пӨ)(1 + 2isin Ө) 
1-2isinO  (1—2isinO)(1- 2isin 0) 


 3-46isin0-2isinO0—4sin 0 3-—4sin'O  8isinO 


1+ 4sin^ Ө  ]l-«4sinl0 1-4sin?0 
Lgl e oda ELL 
V sn NC А sinO =0 
1+ +10 
Ө = 777 7 {Ал 
xX 1—1 
AFT cos T+ isin 7 سی16٥ ثال‎ 
L i-1 
1 Мале 
2 
29-0 1-3 2+۵ چھے نق-‎ узы, 
1+ 4/3: X- v3i 1+3 2 2 
35-1. сое, اخ قد‎ rein < اب ر‎ 


مر کر نے Јн‏ یں e n‏ 


2 2 4 4 
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005.00 


"EE qd 
51010 = «cos02 —— e. tw" lb er =-/2 z | 
> ہم وہ‎ EJ 


(ud (0 = کہ‎ Sm ا2‎ 


2А PAS 2 ut 


JU 
гү 1 
8 EE 1 
i 
کیلع جا ہت کی‎ “з ہیں دی الپ جک ار‎ a 


RE (Ez. )— Rez, Rez, -Imz Imz, 


PAD ات یٹ‎ Em à 

















1+1 5+1 
a = 
Ly = Z лди x іу = Л 4 
оо s. .5 
1+3, 1+ 7i 
127 (ii) (2-iy (1) 
-E 6ا م سادا ت کل‎ 
تہ‎ 7 о 6 
2 3 
21x” -28x 41020 9 27x” -10x+1=0 و‎ 
2 2ظ‎ . z 
„(шд T» PTT. 3«z;-lei.z -2-i Л до 








2 2 جاک ا‎ 27 (x + D° 
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